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Resumen

En este taller se pretende mostrar como resolver ecuaciones diferenciales ordinarias lineales, utili-
zando el célculo y el &lgebra lineal. Después, se utilizan las mismas ideas para resolver las ecuaciones
diferenciales parciales lineales mas sencillas, utilizando el calculo variacional y aspectos elementales del
analisis funcional.

1. Sistema de masas y resortes en equilibrio

Considérese un sistema de dos masas m1, meo unidas por tres resortes con constantes de rigidez k1, ko, k3,
sujetos en dos extremos opuestos fijos, como se ilustra en la Figura[I] El sistema se encuentra suspendido en
equilibrio bajo la accién de la gravedad, y se supone que los resortes tienen masa despreciable. La gravedad
ocasiona que las masas se muevan a las posiciones z; y x2, ocasionando los desplazamientos w1, ug por la
deformacion de los resortes.



1.1.

X1
X2 in U2
Figura 1: Sistema de dos masas y tres resortes en equilibrio bajo la accién de la gravedad

Derivacion de un modelo matematico

Considérese el problema de calcular los desplazamientos u1, ue de las masas my, ms, en términos de la
fuerzas externas f1 = mig, fo = mog sobre las masas, siendo g la aceleracién de la gravedad. Las variables
involucradas en el problema son:

1.
2.
3.
4.

Desplazamiento de las masas: uq, us.
Deformacion de los resortes: e, es, es.
Fuerzas internas (de restitucion) sobre los resortes: o1, 02, 03.

Fuerzas externas (por accion de la gravedad) sobre las masas: f1, fa.

Para derivar el modelo de equilibrio se siguen los siguientes pasos:

Se establece la relacion entre las deformaciones de los resortes y los desplazamientos de las masas:
€ = U; — Uj—1, izl, 2, 3. (1)

Es decir, para medir cuanto se estira o comprime un resorte, simplemente se calculan las diferencias
del desplazamiento de las masas localizadas sobre sus extremos. Como el primer resorte esta fijo en la
parte superior, se define ug = 0. Analogamente, como el tercer resorte esta fijo en el extremo inferior,
se define ug = 0.

Se utiliza la ley de Hooke para establecer la relacion entre fuerzas de restitucion de los resortes y la
deformacion de los mismos. La ley de Hooke establece que la fuerza de restituciéon que actiia sobre un
resorte es proporcional al tamano de su deformacién:

g; = ]{37, €, 1= 1, 2, 3. (2)

Suponiendo que cada resorte esta hecho de material uniforme, entonces la rigidez k; de cada resorte
1 es constante.

Se obtiene la ecuacién de equilibrio, realizando el balance de fuerzas sobre las masas:
fi = 0 — 0441, 1= 1, 2. (3)

Es decir, el peso f; de la masa m,; balancea la fuerza que los resortes ejercen sobre ella.



Utilizando la siguiente notacién vectorial

u €1 01 f
u:|: 1:|7 €= €2 |, 0= o2 |, f:|: 1:|7
fo

€3 03

las ecuaciones , y se pueden expresar respectivamente en la forma matricial:

e=Du, o=Ke f=D"g, (4)
en donde
1 0 kk 0 0
D=| -1 1|, K= 0 ks 0 |. (5)
0 -1 0 0 ks

De se encuentra la ecuaciéon del equilibrio
f=D"e=D"Ke=D"KDu

Para simplificar la notacion, se denotara por A a la matriz DT K D. Entonces, los desplazamientos de las
masas se pueden calcular resolviendo el sistema de ecuaciones:

Au =f, (6)
en donde
k +]<32 —k‘g mq
A=D'kKpD=|™ f= .
—ko k2+k3:|7 g|:m2:|

La solucién de la ecuacion @ es Unica ya que la matriz A es simétrica y definida positiva, debido a que
ki+ko >0y det A= ki ky+ ki ks + ko k3 > 0. En algunas ocasiones se utiliza la notacion A = AT > 0
para indicar que la matriz A es simétrica (A = AT) y definida positiva (4 > 0).

La ecuaciéon de equilibrio @ contiene del lado izquierdo las fuerzas que los resortes ejercen sobre las
masas (Au) y del lado derecho las fuerzas de gravedad sobre las masas (f). Por lo tanto, dicha ecuacion
establece que, en el equilibrio, las fuerzas que los resortes ejercen sobre la masas son iguales y en sentido
opuesto a las fuerzas que la gravedad ejerce sobre las mismas.

Nota. Se utilizaran algunos resultados elementales del dlgebra lineal a lo largo de esta exposicion, por lo
que se recomienda repasar los conceptos utilizados en algin texto de algebra lineal, por ejemplo [I]. Para
profundizar en los temas que se cubren en este taller se recomienda el libro sobre mateméticas aplicadas

12].
Generalizacion del modelo

Cuando se consideran n masas suspendidadas y acopladas por medio de n+ 1 resortes, se puede verificar
facilmente que las relaciones matriciales se siguen cumpliendo, s6lo que ahora las matrices son

1 (1) o 8 kv 0 -~ 0 0 m
0 kQ 0 0 meo
D = ) = . . . . . ) f:g . ) (7)
0 0 1 : : .o : :
i 0 0 _1_ 0 0 -+ 0 kpu1 My,




en donde D es una matriz rectangular de (n 4 1) x n y K una matriz cuadrada de (n + 1) x (n +1). Los
desplazamientos u1, us, . .., u, se calculan resolviendo el sistema de ecuaciones (@, con la matriz cuadrada
A= DTKD de n x n siguiente:

[ K1+ ko —ko o 0 0
—ks ko+ kg --- 0 0
A= : : : : (8)
0 0 coe k1 + kn —k,,
i 0 0 —ky, kn + kg1 |

la cual es también una matriz simétrica y definida positiva y, por lo tanto, invertible.

1.2. Energia potencial del sistema y principio del minimo

El sistema en equilibrio de masas y resortes suspendidos bajo la acciéon de la gravedad satisface un
principio fundamental: el trabajo interno de deformacion de los resortes debe ser igual al trabajo externo
hecho sobre las masas. A continuacién trataremos de explicar esta propiedad con detalle:

Trabajo interno sobre los resortes (por la deformacion) = > | 0;¢; = (0, €).

Trabajo externo sobre las masas (por accion de la gravedad) = >0 | fiu; = (£, u).

El simbolo (-,-) denota el producto interno en R™. Para verificar que los anteriores productos son iguales,
se utilizan las relaciones , obteniendo

(0,¢) = (Du,) = (u, DTar) = (u, ) = (£,u). (9)
Aqui hay dos propiedades implicitas importantes y que vale la pena destacar:
1. La matriz que conecta la fuerza o con f en es la transpuesta de la que conecta u con e.

2. El producto interior es una forma adecuada para definir la transpuesta de una matriz. Si se piensa la
matriz D como una transformacion, entonces la transpuesta DT es otra transformacion a la que se
llama la transformacion adjunta y satisface (o, Du) = (DT, u).

Por otro lado, la matriz simétrica y definida positiva, A = DT K D, aparece en el principio del minimo
subyacente a el estado de equilibrio del sistema de masas y resortes: los resortes buscan la posicion en la
cual la energia potencial total (de masas y resortes) es minima como se muestra a continuacion.

La energia potencial de las masas es:
n n
_Zmigui:_Zfiui:_<fau>a (10)
i=1 i=1

en donde en signo menos indica que se requiere trabajo externo para llevar a las masas a su posiciéon original
(es decir, a la posicion que tendrian en ausencia de gravedad). La energia potencial asociada a los resortes
es:

"1 1 1 1
> 5/@-@3 = 5{Ke,e) = (KDu, Du) = §<DTKDu, u) = > (Au,u), (11)
=1

la cual es positiva, debido a que cuando se quitan las masas (en decir, ausencia de gravedad) los resortes
ceden trabajo. Por lo tanto, la energia potencial total es la suma de las dos anteriores:

p(w) = 5 (A u) — {f,u) (12



Esta es una funciéon cuadratica con matriz Hessiana A definida positiva. Por lo tanto, tiene un inico minimo
global, y para calcularlo es suficiente con encontrar el vector de desplazamientos u en donde el gradiente
Vp(u) = Au — f se anula. Es decir, el vector de desplazamientos de equilibrio, el cual resuelve el sistema
de ecuaciones (@, minimiza la energia potencial total del sistema en equilibrio.

1.3. Solucion del sistema de ecuaciones lineales

De acuerdo a lo anterior, para encontrar el equilibrio de un sistema discreto de masas y resortes bajo la
acciéon de la gravedad, se puede proceder de dos maneras:

1. Resolver el sistema de ecuaciones Au = f (balance de fuerzas).
2. Minimizar la funcién cuadratica p(u) = 1(Au,u) — (f,u) (minimizar la energia potencial total),

en donde A = AT > 0. Los dos procedimientos anteriores son equivalentes, por lo que tenemos varias
opciones para resolver el problema [3]:

s Ll método de Choleski, el cual es un método directo de factorizacién para resolver sistemas lineales
con matrices A = AT > 0.

s El método de gradiente conjugado, el cual es un método iterativo, para encontrar el minimo de una
funcion cuadratica con matriz Hessiana A = AT > 0.

= Si ademés la matriz A es tridiagonal, el algoritmo més efectivo para resolver el sistema de ecuaciones
es el método de Thomas (ver [4]).

= En los casos en que se estudian sistemas dinamicos, como lo haremos en la préxima secciéon, se requiere
del calculo de los valores y vectores propios de la matriz A. Aunque el calculo de valores y vectores
propios es un problema considerablemente més dificil, desde el punto de vista computacional, también
es posible resolver el sistema de ecuaciones a partir del conocimiento de ellos.

Es conveniente terminar esta seccién mostrando como se resuelve un sistema de ecuaciones lineales
Au="f, con A= AT > 0, cuando los valores y vectores propios son conocidos. Aunque no es tipico resolver
sistema de ecuaciones lineales a partir del conocimiento de los valores y vectores propios, aqui lo haremos
motivados por dos razones: una, es que es 1til en la solucién de problemas dindmicos, como veremos en la
Seccion [2} otra razon es que esta técnica es comin en la solucion de ecuaciones diferenciales que modelan
problemas estaticos en medios continuos, como veremos en la Seccion [3]

La clave es hacer uso de las coordenadas naturales del problema, las cuéles estan determinadas por
los vectores propios de la matriz A. Debido a que la matriz A es simétrica, existen n vectores propios
up, ug,..., U, los cuales forman un sistema ortogonal completo en R", es decir son vectores linealmente
independientes, mutuamente ortogonales, y generan R™. Por otro lado, como A > 0 sus valores propios son
positivos y se pueden ordenar en la forma 0 < A\; < Ay < --- < \,,. Estos resultados permiten llevar a cabo
el siguiente procedimiento.

= La soluciéon u* debe ser combinacién lineal de los vectores propios:
n
ut = E a; u;, (13)
i=1

en donde los coeficientes a; se deben determinar.



= Sustituyendo en la ecuacion lineal Au* = f, y recordando que Au; = A; u;, se obtiene
n
Z a; )\i u; = f.
i=1
= Los coeficiente a; se obtienen utilizado la ortogonalidad de los vectores propios

- <f7uj> .
iviu,u; ) = (fu) = aj=—"—""—, Vji=12...n
<;a ! uj> () YN (g g) g "

Si ademds normalizamos los vectores propios, la anterior expresién para las a; se puede simplificar, ya que
en ese caso (uj,u;) = [lu;||> = 1.

Por lo tanto, la solucién del sistema de ecuaciones Au = f esta dada por la siguiente expresiéon muy
simple

n
u* = Z )\—Z u;, (14)
i=1""
en donde f; = (f,u;) es la i—ésima coordenada de f en la base ortonormal.

2. Sistema dindmico de masas y resortes

Se ha mostrado que en un sistema de masas y resortes (con extremos fijos) los desplazamientos de
equilibrio u* = (uf,u,...,u})7? satisfacen

Au* =f, (15)
con f y A definidos por y , respectivamente.

Si se introduce una perturbacion en el sistema, las masas y los resortes buscaran volver al equilibrio. Por

ejemplo, si inicialmente se desplazan las masas la cantidad u® = (u(l), ug .. ,u%)T, y después se sueltan con

velocidad inicial nula, el sistema comenzara a oscilar alrededor de las posiciones de equilibrio. El propésito
ahora es modelar este movimiento.

2.1. El modelo dinamico

Para derivar un modelo que describa el desplazamiento de las masas se hace uso de la segunda ley de
Newton.

» Sea u;(t) el desplazamiento de la masa m; en el instante ¢ > 0.

Las fuerzas que actiian sobre la masa m; son:

e La fuerza de gravedad f; = m;g.

e La fuerza de los resortes adyacentes: o; — 041

La fuerza total actuando sobre las masa m; es f; — (0, — 0i+1) = fi — (Au);

La segunda de ley de Newton establece: m; ii;(t) = f; — (Au);, parai =1,2,...,n.

El modelo se complementa con las condiciones iniciales u;(0) = u{ (desplazamiento inicial) y ;(0) = 0
(velocidad inicial).



Un punto encima de la variable u indica primera derivada respecto del tiempo; similarmente dos puntos
indicara segunda derivada. Utilizando notacién vectorial, se obtiene un modelo dindmico para describir el
desplazamiento de las masas. Este modelo estd dado por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias de segundo orden.

Mi(t) + Au(t) =f,  (ecuacion diferencial) (16)
u(0) =u’, (desplazamiento inicial) (17)
u(0) =0, (velocidad inicial) (18)

en donde M es la matriz diagonal con las masas. Este sistema lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias
de segundo orden tiene solucién tnica y consta de dos componentes naturales

u(t) =u* +v(t), (19)

en donde u* es la solucion de equilibrio, y la funcion v(t) = u(t) — u* que representa la desviacion del
equilibrio, la cual resuelve el sistema lineal de segundo orden

M~v(t)+ Av(t) =0, (ecuacion diferencial) (20)
v(0) =v°,  (desviacién inicial) (21)
v(0) =0,  (velocidad inicial), (22)

0 0

en donde la desviacion inicial estd dada por v© = u” —u*. Este sistema de ecuaciones se obtiene sustituyendo

en 7, y después utilizando para simplificar el sistema resultante.

Nota Un buen texto para consultar sobre la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias y algunos métodos
de solucién con aplicaciones, es el libro de Martin Braun [5].
2.2. Solucién de un caso especial

Se considera el caso en que las masas son todas iguales a un valor m. En este caso, el problema de

valores iniciales f se reduce a

mv(t)+ Av(t) =0, (23)
v(0) = v°, (24)
v(0) = 0, (25)

Para resolver este problema se hace uso de las coordenadas naturales del problema. En cada instante ¢ > 0
la solucién de f pertenece a R™, por lo que puede expresarse como combinacién lineal de los vectores
base (vectores propios ortonormales asociados a la matriz A). Es decir,

v(t) = ai(t) ur + az(t) ug + - - - + an(t) un, (26)
en donde los coeficientes a;(t) con 1 < ¢ < n se deben determinar. Para calcular estos coeficientes se
sustituye en 7, recordando que A u; = A; u;. Después de simplificar, se obtiene:

n

D Imi(t) + i ai(t)] wi =0,

i=1



Utilizando la ortonormalidad de los vectores base u;, se obtienen las ecuaciones diferenciales escalares

ma;(t) + \iai(t) =0, (27)
a;(0) =v?, en donde v? = (v, u;), (28)
a;(0) =0, (29)
para i = 1,2,...,n. Las soluciones de estas ecuaciones diferenciales escalares son:
0 2 _ A
a;(t) = v; coswit, con w; = —. (30)
m
Sustituyendo estos valores en , se obtiene la solucién del problema de valores iniciales f
n
v(t) = Z vY cos wit (31)
i=1

en donde v? , dada por (228)), es la i—ésima coordenada (o coeficiente de Fourier) de la desviacién inicial v°
en las coordenadas naturales (vectores propios de A).

Finalmente, para calcular la solucién del problema 1’ (cuando todas las masas tienen el mismo
valor m) se suma coordenada a coordenada la solucion de equilibrio con la solucién que proporciona
la desviacién de los desplazamientos , obteniendo

u(t) = Z [f\z + v cos w; t] w;, con f;i=({fw), =" w), w=1f % (32)

i—1 L7

La primera parte de la suma corresponde al equilibrio y la segunda a las desviaciones del equilibrio. Las des-
viaciones del equilibrio siguen una dindmica oscilatoria producto de la superposicién de n modos normales
V9 cos w; t u;, con las siguiente caracteristicas:

7

= Sus amplitudes ’U? dependen de los vectores propios u;, pues son las proyecciones de v sobre u;.

= Sus frecuencias w; dependen de los valores propios \; escalados por el invero de la masa m.

Ejemplo. Considérese un sistema con dos masas de magnitud mi = msy = 1 y tres resortes con constantes
de rigidez k1 = k9 = k3 = 1. De acuerdo a @, la matriz A asociada a este sistema es

A=)

El polinomio caracteristico es det(A —AI) = A2 —4\+3. Los valores propios y sus correspondientes vectores
propios normalizados son:

1 [1 1 1
M= 1, = . A =3, =
=tow= g ] ems wme ]

La fuerza externa debida a la gravedad es

e=[ma]=o[1]



y su proyecciéon sobre las coordenadas naturales proporciona f; = (f,u;) = v/2g y fo = (f,us) = 0. Por lo
tanto, la solucién de equilibrio es
1
u*zﬁul—i-éugzg [ }
2

1

Suponiendo que se introduce una perturbacién en el sistema dada por la desviacién del equilibrio

vV = [ Zl } , se obtienen dos modos naturales:
2
1 1 A\
0 .
vi(t) = vy coswil [ } ) con frecuencia w; =4/— =1,
( ) ! \/5 1 m1
va(t) = v9 cos wat —= ! con frecuencia wy = A2 =3
? V2 L -1 . )
en donde
0 €1 + €2 0 €1 — €2

U? = <V ’u1> = = <V07u2> =

s .
V2 ?

Por lo tanto, la dindmica de las oscilaciones estd dada por la solucién:

u(i&):g[i]—kq_g62 cost[i]—l—q;ez cosx/gt[_i].

7

2.3. Problemas estaticos contra problemas dinidmicos

Se ha encontrado que la soluciéon de un problema estatico y un problema dinamico se abordan en forma
diferente, desde el punto de vista del algebra lineal. A continuacién se realiza una tabla comparativa.

PROBLEMA ESTATICO PROBLEMA DINAMICO
Resortes y masas en equilibrio Resortes y masas oscilando
Au=f Mu(t)+ Au(t) =f
Sol. de un sistema de ecuaciones | Sol. de un p. de valores propios

Para resolver el problema estatico es necesario resolver un sistema de ecuaciones lineales algebraicas,
mientras que para resolver el problema dindmico es necesario resolver un problema de valores propios. Los
dos problemas son fundamentalmente diferentes. Desde el punto de vista del algebra lineal, y también desde
el punto de vista computacional, es considerablemente mas dificil resolver un problema de valores propios
Av = Av que un sistema de ecuaciones lineales Au = f. Por lo tanto, en general es mas dificil resolver un
problema dinamico que un problema estatico.

3. El salto al continuo: la barra elastica

Se estudiara el caso de una barra delgada hecha de material elastico homogéneo. Esta barra se puede
pensar como una goma que se deforma cuando se estira. Se supone que la barra cuelga en forma vertical
y esta sujeta de ambos extremos en una posicién fija, como se ilustra en la Figura[3] Esta barra se puede
pensar como un caso limite de una infinidad de masas puntuales unidas por resortes infinitesimales. La
barra se deforma por la presencia de la gravedad y el interés es conocer la magnitud de esta deformacion.
Primero se construird un modelo matematico y después se resolvera, siguiendo algunas ideas del sistema
discreto de masas y resortes



x=0 u(0)=0
x+u)?x) ] u)
x=L u(L)=0

Figura 2: Barra elastica bajo la accién de la gravedad

3.1. El modelo matematico de la barra elastica

Para obtener un modelo que describa la deformacion de una barra eldstica bajo la accidén de la gravedad
(o por la presencia de alguna otra carga), se parte de un principio bésico: la magnitud de la deformacion en
cada porcion (elemento) de la barra dependerd del desplazamiento de la barra en dicha porcion por unidad
de longitud. Més especificamente,

» Sea u(x) la magnitud del ‘desplazamiento’ de la barra en la posicion x € (0, L). Esta magnitud indica
cuanto se desplaza un punto x € (0, L) en la barra cuando ésta se somete a la accion de la gravedad.
Por supuesto que este desplazamiento depende de las propiedades fisicas de la barra y de la fuerza
externa aplicada (‘carga’).

» La deformacion de la barra (elongacion) en el punto = se medird mediante la variacion del desplaza-
miento por unidad de longitud en dicho punto, es decir

e(x) = Cmd(;) (33)

Asi que a mayor variacion del desplazamiento, mayor sera la elongacién de la barra.
= Hay dos fuerzas actuando sobre cada porcién infinitesimal Az de la barra ubicada en una posicion x:
1. La fuerza interna de deformacion 6 traccion, o(x), dada por la Ley de Hooke
o(x) = k(z)e(x). (34)

Esta tracciéon se debe a que la barra internamente trata de regresar a su estado original cuando es
deformada. Si la deformacién no es muy grande y la barra recobra su forma original al suprimirla,
entonces la ley de Hooke describe adecuadamente la relacién entre la elongaciéon de la barra y la
fuerza aplicada. La funcion k(x) se denomina el modulo de elasticidad y describe las propiedades
elasticas de la barra, de manera analoga a la constante de elasticidad en los resortes. Luego,
la ley de Hooke establece que la traccidon sobre la barra en la posicién x es proporcional a la
elongacion e(z), siendo k(z) el factor de proporcionalidad.

2. La fuerza externa por unidad de longitud f(z), debido a la accion de la gravedad. Esta fuerza
externa viene dada por

f(x) =p(z) g, (35)
en donde p(z) es la densidad (masa por unidad de longitud) en z, y g es la aceleracion de la
gravedad.

10



Cuando la barra cuelga en equilibrio, las dos fuerzas (la interior y la exterior) tienen la misma magnitud,
y sentido opuesto. Por lo tanto, la ecuacién de equilibrio se puede obtener para cada pequeno elemento de
la barra [z, + Az| por medio de la siguiente igualdad

o(x + Azx) —o(x) + f(z) Az = 0. (36)
. . . do(x) .
Dividiendo sobre Az y tomando el limite, cuando Ax — 0, se obtiene — 7 = f(z), la cual puede
x
expresarse de la siguiente manera (después de utilizar y ):
d du(x)
—dx<k:(a:) I > = f(z), O0<xz<L. (37)
Esta ecuacion se complementa con las condiciones de frontera
u(0) =u(L) =0, (38)

yva que el desplazamiento es nulo en los extremos de la barra, debido a que la barra esté sujeta en posicién
fija en esos puntos.

3.2. Conservacioén del trabajo

La ecuacién de equilibrio establece que los esfuerzos internos de la barra para oponerse a la defor-
macion (lado izquierdo), equilibran la fuerza externa por unidad de longitud debido a accion de la gravedad
(lado derecho). El objetivo aqui es calcular el trabajo que cada una de estas fuerzas realiza sobre la barra.
Se puede seguir un razonamiento analogo al caso de los resortes para facilitar el calculo de estas cantidades.

» El trabajo interno de los resortes se calculé como Y ;" jo;e; = (o,€e). Si se aplica el mismo razo-
namiento a la barra elastica, en lugar de la fuerza de restitucion o; tenemos la traccion o(z), y en
lugar de las elongaciones e; tenemos las deformaciones por unidad de longitud e(x). Naturalmente,
en lugar de sumar productos de cantidades discretas ahora debemos integrar productos de cantidades
continuas. Por lo tanto

L
Trabajo interno sobre la barra = / o(x)e(x)dz. (39)
0

» El trabajo externo sobre las masas se calculo como "  fi u; = (f,u). Para la barra eléstica, en lugar
de las fuerzas de gravedad f; tenemos la fuerza de gravedad por unidad de longitud f(x), y en lugar
de los desplazamientos discretos u; tenemos los desplazamientos continuos u(x). Por lo tanto

L
Trabajo externo sobre la barra = / f(z)u(z)dz (40)
0

A continuacion se verificara que el trabajo interno es igual al trabajo externo, siguiendo un procedimiento
analogo al del caso discreto @D Primero, se sustituye (33]) y en , obteniendo

/0 ¥ (@) e(a) dz = /0 ' <k(m)d1;(;)> d‘;‘g) da.

Haciendo integracién por partes en la integral de la derecha se obtiene

/0 ¥ (@) el di = — /0 ! % (k(:c) dz(x””)) () da.
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Los términos de frontera en la integracion por partes, k(L) dz;(xL)u(L) - k(O)dZ—Ef)u(O), se anulan debido a las

condiciones de frontera . A su vez la integral de la derecha en la ultima expresion se puede transformar
utilizando . Por lo tanto

L L
/0 o(x)e(x) d$:/0 f(@)u(z) dz. (41)

la cual es el analogo continuo de la expresion @ en el caso discreto. Se concluye que el trabajo total realizado
por la barra para contrarrestar la deformacion es igual al trabajo total externo realizado por la gravedad sobre
la barra

3.3. El producto escalar para funciones

Las analogias entre el problema de equilibrio de la barra elastica y el problema estatico de masas
y resortes se han basado en conceptos fisicos como fuerza, trabajo y equilibrio. Tratando de encontrar
analogias de tipo matemaético, se observa que el trabajo externo sobre n masas se puede calcular mediante
el producto escalar en R como (f,u) = > | f; u;, por lo que es natural preguntar si el calculo del trabajo
en el caso continuo, dado por

L
(f ) = /0 f(2) u(z) de, (42)

también define un producto escalar. Considerando por el momento el espacio de las funciones continuas
C(0,L), la expresion anterior efectivamente define un producto escalar, pues se satisfacen las siguientes
propiedades

» Bilinealidad: (u + v, w) = (u,w) + (v, w), es decir

L L L
/0 [u(z) + v(x)] w(z)dx = /0 u(z)w(z)dr + /0 v(z) w(x)de.
Analogamente se satisface (u, v + w) = (u,v) + (u, w).

» Simetria: (u,v) = (v, u), pues obviamente
L L
/ u(v)v(z)dr = / v(v) u(x) dx
0 0

» Positividad: (u,u) > 0 si u(x) no es la funciéon nula sobre el intervalo (0,L), y (u,u) = 0 solo si
u(z) = 0 para toda = € (0, L).

Este producto escalar sigue siendo valido sobre un conjunto de funciones méas amplio que el de las
funciones continuas. Por ejemplo, también se puede calcular para funciones con un conjunto finito de
discontinuidades de salto. El conjunto incluye a todas las funciones definidas sobre el intervalo (0, L) que
son ‘cuadrado integrables’ (en el sentido de Lebesgue). Este espacio vectorial se denota por L?(0, L) y esta
definido por

LQ(O,L):{U:(O,L)—HR:/OLu2d$<oo}. (43)

Este espacio vectorial es mas adecuado que el conjunto de las funciones continuas debido a que es un espacio
normado completo [6], con la norma asociada a este producto interior: ||u|| = y/(u,u). Un espacio normado
completo con producto interior se denomina espacio de Hilbert, por lo que L?(0, L) es un espacio de Hilbert.
La famosa desigualdad de Cauchy—Schwartz, (u,v) < |jul| ||v]|, en este caso toma la forma

[ wtoretoras = ([ toran) v ([ vtorac)
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3.4. La transpuesta e integraciéon por partes

Un concepto importante en el dlgebra matricial es la transpuesta de una matriz, la cual desde el punto
de vista operacional se puede definir por medio del producto escalar. Es decir, si A es una matriz de m x n
con coeficientes reales, esta define una transformacién lineal de R™ en R™, definida por x — A x. Entonces,
la matriz transpuesta A7 define una transformacion de R™ en R™ definida por y — ATy y que satisface:

(Ax,y)pm = (x, ATy)gn, ¥VxeR",VyeR™, (44)

en donde (-, -)gn y (-,-)rm denotan al producto escalar en R™ y R™, respectivamente. Por supuesto que
desde el punto de vista practico la matriz transpuesta de A se calcula mediante la transposicion de columnas
por filas o viceversa, lo cual implica en términos de sus coeficiente que (AT)ij = Aj;. Algunas propiedades
importantes son:

(AT = A, (A+ B)T = AT 4+ BT, (AB)T = BT AT,
Es posible calcular el producto escalar de dos vectores (x1,X2)gn como el producto matricial X{Xg = ngl.
Utilizando esta propiedad y las propiedades de la transpuesta, se puede verificar :

(Ax,y)rm = (Ax)Ty = (x"AT)y =x"(ATy) = (x, ATy)gn

Para encontrar més analogias de corte matematico entre el caso discreto y el caso continuo, conviene
comparar algunos resultados entre ambos casos, como se muestra en el Cuadro

CASO DISCRETO CASO CONTINUO
Sistema masas-resortes Barra elastica
Deplazamientos de las masas: u Desplazamiento de la barra: u(z)
d
Elongacion: e = Dx Deformacion: e(x) = u( )
Fuerza de restitucion: & = Ke Traccion: a( )

Z(k)( x) ( )
i fla )
Ecuacion matricial: DT K Du=f Ec. diferencial: —( (z )

Equilibrio: DTe = f

>) f)

Cuadro 1: Comparacién entre el caso discreto y el caso continuo

Se observa que para el caso discreto la matriz de incidencia D actta sobre el vector de desplazamientos

u, mientras que para el caso continuo el operador diferencial T actia sobre las funciones u(z). Asimismo,
x

en las ecuaciones de equilibrio se observa que la matriz transpuesta DT actta sobre los vectores o, mientras

que el operador diferencial s actia sobre las tracciones o(z). Esto nos indica que podemos hacer la
T
identificacion
D~ DT d (45)
dx’ dx’

e ) : : . d
Esta identificacién no es casual, y es posible observar que el operador diferencial T puede pensarse
x

como el limite de la matriz de incidencia cuando n — oo, ya que

du(z;) . ulwg) —uw(wi1)
xS s

, mientras que (Du); = u; — u;_1.

Es decir, el operador diferencial es el limite continuo de la matriz D escalada, en donde los factores de
escalamiento son las longitudes h;. Estas longitudes se pueden pensar como la separacién de las masas m;
y m;_1, en el caso discreto.
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Con el objeto de completar la identificacién debemos verificar que la ‘transpuesta’ del operador diferen-
cial es el mismo operador pero con signo contrario. Para facilitar el procedimiento denotamos el operador

diferencial por D = . y utilizamos integracién por partes:
x

du L du L dv dv T
<Du,v>—<dx,v>—/0 dIvdx——/O udxda;—<u,—d$>—(u,7) v). (46)

Los términos de frontera en la integracion por partes son cero ya que u(0) = u(L) = 0. En realidad los
operadores diferenciales definidos sobre conjuntos de funciones que estéan definidas sobre regiones acotadas,

vienen acompanado de condiciones de frontera. Asi que la definiciéon més completa de los operadores D y
DT es:

d
D se define por medio de Du = %, u(0) =0,

du
DT se define por medio de DTwu = ~ u(L) = 0.
x
Los anteriores operadores diferenciales son claramente lineales, ademéas de que estan bien definidos sobre el
conjunto de funciones cuadrado integrables, con derivadas también cuadrado integrables, sobre el intervalo
(0,L). A este conjunto se le denota por H'(0,L). Si ademas se pide que las funciones se anulen en los
extremos del intervalo, entonces se obtiene un subespacio vectorial que se denota por H&(O, L)

La formalizacion matematica de los anteriores conceptos tomé mucho tiempo de investigacion en los
dos siglos anteriores, dando origen a un area de las matematicas, el andlisis funcional. No es el objeto de
este trabajo abordar de manera minuciosa estos aspectos formales, sino s6lo motivar por medio de ejemplos
sencillos como el‘universo discreto’, que se puede describir utilizando los espacios finito—dimensionales R,
en el limite da origen a conceptos anélogos en espacios de funciones infinito—dimensionales que se utilizan
para modelar fenémenos en el ‘universo continuo’. Para un estudio méas exhaustivo del analisis funcional
recomendamos las referencias [0], [7] , [8], [9].

Dicho lo anterior, vale la pena aclarar que, desde el punto de vista matematico, el ‘universo continuo’
es mucho méas complejo que el ‘universo discreto’. S6lo por mencionar un ejemplo: Cualquier operador ¢
transformacidn entre los espacios vectoriales de dimension finita R™ y R™ se puede identificar con una
matriz A € R™*". Es decir, cualquier operador entre espacios de dimension finita es una transformacion
matricial. En el ‘universo continuo’ no todo operador lineal (transformacion lineal) A entre dos espacios
vectoriales infinito—dimensionales V., W es un operador diferencial. Por ejemplo, en espacios vectoriales de
funciones también se pueden definir operadores integrales. Ademds, no todo operador en espacios infinito—
dimensionales se puede ver como el limite de un operador definido en espacios finito-dimensionales.

Por ultimo, se introduce una definicién y una aclaracion:

= Dados dos espacios de Hilbert U y V' y un operador A : U — V, si existe un operador B : V — U
tal que (Au,v), = (u,Bv),, para todo u € U y v € V, al operadror B se le denomina el operador
adjunto de Ay se denota por A*.

= Por lo tanto, en lugar de escribir DT, escribiremos D* de ahora en adelante, pues el concepto de
‘transpuesta’ es més especificamente utilizado en transformaciones matriciales.

3.5. Enmergia del sistema y principio del minimo

En el caso de la barra eldstica también se satisface un principio del minimo. Es decir,
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El desplazamiento de equilibrio es aquel en el que la energia total del sistema es minima.

El despazamiento de equilibrio u*(z) satisface el sistema f. Por otro lado, la energia potencial
almacenada en la barra debido a un desplazamiento arbitrario u(x) se debe a dos factores:

= La traccién debida a las fuerzas elésticas internas. Estd parte de la energia potencial se calcula
utilizando la expresion anédloga al caso discreto ((11)):

;/OL k() e(x)2dz = ;/OL k(z) <Cmd(;)>2dx.

Tiene signo positivo debido a que la barra elastica cede trabajo cuando se relaja la fuerza que la
deforma, es decir la barra regresa autématicamente a su estado original.

= La fuerza externa debida a la gravedad. Utilizando también la expresién andloga en el caso discreto
(10) obtenemos:

[ o) gutwar = [ g

Tiene signo opuesto debido a que para regresar la barra elastica a su estado original se debe hacer
trabajo contra la gravedad.

Por la tanto, la energia potencial total estd dada por la expresion:

Plu) = ;/OL k() <dz(;)>2 da — /OLf(:L“)u(:c) de (47)

Haciendo integracion por partes en la primera integral obtenemos

Pu) = % /0 ' —% (k(:):)dl;i“”)) w(w) do — /0 " @) ule) do. (48)

Con el objeto de mostrar que esta expresion es analoga a la expresion , definimos el operador X como
(Ku)(x) = k(x) u(z), en donde consideramos k(z) € C(0, L) y no negativa por el momento. Utilizando los
operadores diferenciales definidos definidos previamente, D = d/dx y D* = —d/dx, se puede construir el
operador diferencial lineal

A =D*KD, definido por (Au)(z) = d <k(x)du($)> . (49)

dx dzx

Por lo tanto, utilizando el producto escalar, la energia potencial puede expresarse en forma operacional por
medio del funcional cuadrdtico:

P(u) = éum, ) = (f,u). (50)

Esta expresion es andloga a la energia potencial del sistema discreto, dada por la funcion cuadrdtica .
Las analogias mas importantes entre la matriz A = DTK D en y el operador A = D*KD en son:

» La matriz A es simétrica, es decir AT = A, pues AT = (DT K D)T = DTKT (DT)T = DTK D, debido
a que K es simétrica. Por lo tanto

(Au,v) = (u,Av) paratodo u, v e R".
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Para verificar que el operador A es simétrico (A = A*) se utiliza integracién por partes dos veces:

(Au,v) = /0 ! —% (k(x)dz(;)> o(z) dz = /0 ' (k@)dzf)) de) da

B L d dv(z) B
= _/0 u(w)% <k(aj) T > dr = (u, Av) para toda u, v € H}(0,L).

» La matriz A es definida positiva, es decir (Au,u) > 0 para todo vector u no cero en R", y es cero
s6lo si u = 0.

Para verifica que el operador A es positivo, se utiliza integracién por partes una vez:

L L
d du(z) du(z)\ du(zx)
= — | k dr = k
Ua = [T (ko™ Yutwr o= [ (ko))
L 2
du(z)
= k — ] .
Debido a que k(z) es una funcién positiva, entonces la expresion anterior es positiva si u es diferente
de la funcién cero, y es igual a cero solo si la funcién u es la funcién cero.

La propiedad de positividad del operador diferencial A permite afirmar que el funcional cuadratico ([50))
tiene un tnico minimo. Para demostrarlo, utilizaremos técnicas del calculo de variaciones [10], [11].

Definicién. Dado el funcional P : H& (0, L) — R, su primera y sequnda variaciones en u en la direccion v
se define por medio de
Pu+ev)— P(u) dP(u+ev)

2

P

D(l)P(u;v) = lim = , D(Q)P(u; v) = d’Plu+ev) (utev) ,
e—0 € de —o de? =0

respectivamente. Para calcular estas expresiones se utiliza la linealidad y simetria de A:

P(u+ev) = %(A(u—i—ev),u—i—ev) —(fiu+ev)
2

= & (Au,u) = (F ) + e {{Au,v) — (F, 00} + S v, v)

2
= P(u) + e {{Au,v) = (f,0)} + 5 (Av,v).
Obsérvese que esta expresion se puede considerar como la expansion de Taylor de P alrededor de u. Apli-
cando las definiciones de la primera y segunda variacién, se obtiene
DY P(u;v) = (Au,v) — (f,v), D@ P(u;v) = (Av,v), Ve H}0,L) (51)

Debido a que el operador A es positivo, entonces (Av,v) > 0, para toda funciéon v no nula. Por lo tanto, el
tnico minimo de P(u) se obtiene en aquella funcion u para la cual su primera variacion es cero para toda
v, es decir la que resuelve la ecuacién variacional

(Au,v) = (f,v), paratoda v €& H}(0,L). (52)

La soluciéon de esta ecuacion variacional es aquella u que hace que Au — f sea ortogonal a H& (0, L) bajo
el producto interior. Debido a que el espacio HO1 [0.L] es completo, el tnico elemento ortogonal a él es la
funcion cero. Por lo tanto, Au = f, es decir u resuelve el problema de equilibrio —.

Por lo tanto, de acuerdo a lo anterior, para poder encontrar el desplazamiento de equilibrio en la barra
elastica se puede proceder en cualquiera de las dos formas siguientes:
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1. Resolver el modelo de equilibrio dado por la ecuacion diferencial 7.
2. Minimizar el funcional de energia potencial, dado por 0 .

Los métodos para resolver estos problemas son un poco més elaborados que los correspondientes al caso
discreto, debido a que hay que buscar las soluciones en espacios vectoriales de dimension infinita. Para
resolver la ecuacién diferencial se pueden utilizar los métodos de Fourier, basados en expansiones por medio
de bases con funciones ortogonales, mientras que para minimizar el funcional es posible utilizar métodos
iterativos de descenso. En la siguiente subsecciéon utilizaremos los métodos de expansion en series de Fourier.

Se terminaré esta seccion mostrando un resumen de las analogias entre el problema discreto de masas—
resorte y el problema continuo de la barra elastica. El Cuadro [2, complementa el Cuadro [1}, y ahi se ha
utilizado el subindice correspondiente para el producto escalar en R™ y L?(0, L), con el objeto de hacer
énfasis en las analogias. Sin embargo, estos subindices no se utilizaran en lo sucesivo, debido a que el tipo
de producto escalar sera claro en el contexto en que se utilice.

CASO DISCRETO CASO CONTINUO
Sistema masas-resortes Barra elastica
Ec. de equil. Au=f,con A=DTKD Au=f, conA:—i ki
dr \ dx
Uy = Upt1 =0 u(0) =u(L)=0
Operador Matricial A4 : R — R" Diferencial A : H} (0, L) — L?(0, L)
L
Prod. escalar  (u, V)gn = > 1" | u; v; (u,v)r20,1) = / u(z)v(z) dx
i
Simétria A= AT pues (Au,v)gn = (u, Av): A= A*, pues (Au, U>L2(O L) = (u, Av) 20,1
Positividad ~ (Au, u>]Rn > 0siu ;é 0 (Au, U>L2(0 L) > 0 si u(x) es no nula
Potencial p(u) = = Zk €; Zfz u; P(u)== /k: Vda — /f
= <A117 U)Rn — <f7 u)gn $(Au,u) 20,1y — (f>u) r2(0,1)
en donde e = Du en donde e = —u
Derivada Vp(u) =Au—f DWP(u;v) = <Au — [i0)r200,) Vv € Hy(0, L)
Cond. para Au*=f: DTKDu*=f Au* = f: —dd< C?)-f,
x
el minimo Uy = Upt+1 =0 u(0) =u(L)=0

Cuadro 2: Comparacién de los modelos discreto y continuo. Continuaciéon

3.6. Solucién del problema de equilibrio

Para simplificar se considera el caso especial en que la barra esta hecha de un material con elasticidad
uniforme. Por lo tanto, en el modelo se considera un modulo de elasticidad constante, es decir k(z) = k con
k > 0 en R. Asi que el modelo de equilibrio esta dado por el problema de valores a la frontera siguiente

d2
ﬁu(:v) f(x), 0<z<L, (53)

u(0) =u(L) =0, (54)

—k
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Esta ecuacion diferencial es una ecuacion diferencial lineal de segundo orden con valores a la frontera. La
forma méas comun de resolver este tipo de problemas es por medio del método de Fourier [11]. La idea es
encontrar los valores propios y las funciones propias del operador diferencial de segundo orden
d2

A=—-k prol (55)
Una funcion propia de A satisface Au = Au, con valor propio A € R. No es tarea complicada encontrar
las funciones propias, dado que aquellas funciones para las cuales su segunda derivada es igual a un mul-
tiplo negativo de la misma funcién, son las funciones seno y coseno. Por lo que podemos intentar con la
combinacién

u(x) = a sen Qx + b cos Q.
s

— > con
m € N. Obsérvese que a no puede ser cero, pues en ese caso u(x) = 0, obteniendo la solucién trivial. Por lo
tanto, las funciones propias, que cumplen con las condiciones de frontera, son de la forma

Debido a que u(0) = 0, entonces b = 0, y como u(L) = 0 se satisface a senwL = 0, es decir Q =

mm

Um () = senQy, z, con frecuencias Q,, = T m= 1,2,3,...
Estas funciones satisfacen
L mmax nNmTE
1. (um,up) = sen sen dr =0 si n#m.
0 L L

L 2 L
2. <umaum> = HUmH2 = / (Sen mﬁx) de = —.
0 L 2

Por lo tanto, ellas forman un conjunto ortogonal bajo el producto escalar en L?(0,L). Dividiendo estas
funciones entre su norma, se obtienen las funciones propias normalizadas

2 2
um(:c)zwz sen Q, r = ”Z sen%x,

las cuales se denotaran de la misma manera que las funciones no normalizadas, con el objeto de simplificar
la notacion.

Por otro lado, los valores propios se obtienen facilmente de A ., = Ay, Usm. Es decir

—k:d—Q( Qz) = —k _,/392 Q =\ ,/3 Q
dr? senil,,xr) = I m senily,x | = Ay, Lsen mZ,

2
de donde se obtiene que \,, = kQ2,. En resumen, el operador diferencial A = —k a2 tiene las funciones
x

propias u,, y valores propios A, siguientes:

mm

2
um(x):\/z sen Qp, Am =kQ%, con Qm:T’ m=12,... (56)

Las funciones y valores propios del operador diferencial A nos permiten encontrar la soluciéon de la
ecuacion diferencial lineal f. La razén principal es que el conjunto de funciones propias forma
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una base ortonormal del espacio L?(0, L). Mas especificamente, si f(x) es una funcién cuadrado integrable,

entonces -
:meum(x), con fo, = (f,um) = \/>/ f(z) senQ,, x dz, (57)
m=1

en donde los coeficientes f, € R se denominan los coeficientes de Fourier de f(x). Para calcular estos
coeficientes se utiliza la ortogonalidad de las funciones propias. Por ejemplo, para encontrar el coeficiente
frn se multiplica escalarmente en ambos lados de la serie anterior por la funcién propia u,,, obteniendo

faun me Umaun fn<umun>:fn

Analogamente, si u*(x) es solucion de 7, ésta pertenece a HY(0,L) C L?(0, L) y se puede escribir
como combinacion lineal de las funciones base {un, }oo_;. Es decir,

(x) = Z A, U (), (58)
m=1

en donde hay que determinar los coeficientes a,, € R. Para calcular estos coeficientes se sustituyen las series
y en la ecuacion Au* = f. Recordando que A, = A, Uiy, Se obtiene

Z Am G U () = Z fm um(z)
m=1 m=1

Finalmente, utilizando la ortogonalidad de las funciones propias se encuentra que A, a,, = fn para toda
m € N. Se concluye que la solucién de la ecuaciéon diferencial es:

— /
wi(z) = ) 3 um(@), (59)
m
m=1
en donde los valores propios A, y funciones propias u,,(z) estan dados en (56) y los coeficientes de Fourier
fm estan dados por . Obsérvese que u*(0) = u*(L) = 0, debido a que las funciones propias u,, satisfacen

estas condiciones de frontera.

Conclusién. El procedimiento utilizado para calcular la solucion de equilibrio de la barra elastica (caso
continuo) fue completamente analogo al procedimiento utilizado para calcular la soluciéon de equilibrio del
sistema de masas y resortes (caso discreto). La clave en ambos casos fue la utilizacion de las ‘coordenadas
naturales’ del problema: en el caso discreto los valores y vectores propios de la matriz A, y en el caso continuo
los valores propios y funciones propias del operador diferencial .A. En ambos casos la ortogonalidad de las
bases (vectores propios y funciones propias) es una propiedad central para encontrar las soluciones en
forma muy sencilla. En particular, se puede observar la analogia entre las solucién del caso discreto y
la solucién del caso continuo.

4. Problema dindmico para la barra elastica

Ahora consideraremos el problema dindmico de la barra eléstica. Este problema consiste en desplazar
la barra fuera del equilibrio y soltarla desde el reposo. Al intentar volver a la posicion de equilibrio la
barra desarrollard un movimiento oscilatorio. Nuestro propésito es describir este movimiento calculando la
dinamica de los desplazamientos en cada instante.
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4.1. El modelo dinamico de la barra elastica

Los desplazamientos ahora dependeran tanto de la posiciéon como del tiempo, por lo que al balance de

fuerzas que se obtuvo en el equilibrio se le agrega la fuerza introducida por la aceleracién. De acuerdo a la
2

3}
segunda ley de Newton, dicha fuerza (por unidad de longitud) es p(x)Tg, en donde p(x) indica la densidad

lineal de la barra elastica. Por lo tanto, el modelo que describe la dindmica oscilatoria de la barra se obtiene
agregando al sistema (37)—(38) el término con la aceleracion, asi como las condiciones inciales:

O*u(x,t) 0 ou(z,t)
p(x) 92 o (k(:c) o > f(z), 0<z<L, 0<t<T (Balance de fuerzas) (60)
u(0,t) =u(L,t) =0, 0<t<T, (Condiciones de frontera)  (61)
u(z,0) = u’(z), 0<az<L, (Desplazamiento inicial) (62)
au(aai,()) =0, 0<z<L, (Velocidad inicial) (63)

Suponiendo que se puede calcular el estado del sistema en cada instante ¢ > 0, entonces su evolucién la
podemos modelar en forma operacional de la siguiente manera

2
P gtg + Au = f, (64)
u(0) = u®, (65)
ou(0)
o =0 (66)

en donde se utiliza la notacién u(t) — u(wz,t), = € (0,L). Por ejemplo, u(0) = u® se lee como en |62 y
similarmente [66] se lee como en [63] Las condiciones de frontera estan incluidas implicitamente en el operador
diferencial A : H}(0, L) — L?(0, L), definido por

(Au)(x) = _Oazn <l<: 811%?) con u(0,-) =u(L,-) =0, (67)

en donde el punto indica que la variable del tiempo no interviene en la definicién del operador. Obsérvese

que el sistema f es el analogo continuo de el sistema discreto f.

4.2. Calculo de la solucién del problema dindmico

El problema f se puede simplificar como se simplifico el analogo discreto f. Para ello se
introducen las desviaciones del equilibrio v(z,t) = u(z,t) — u*(z) y se sustituyen en (64)—(66). Tomando
en cuenta que la solucion de equilibrio u* satisface Au* = f, se obtiene

62
p aTg + Av =0, (68)
v(0) =1, (69)
ov(0
o (70)

en donde la desviaciéon inicial estd dada por v0 = u® — u*. Claramente, el problema es el analogo
continuo del problema discreto f. Con el objeto de simplificar, se considera una barra elastica
uniforme, es decir tanto la densidad p como la elasticidad k de la barra se suponen constantes. Se aplica la
misma metodologia que se utilizé para resolver el problema discreto:
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1. Se utilizan de las funciones propias del operador diferencial A, asi como sus valores propios. La solucién
de la ecuacion diferencial debe ser combinacién lineal de dichas funciones base en cada instante ¢ > 0.

2. Se sustituye la serie de Fourier (combinacién lineal) en la ecuacion diferencial y en las condiciones
iniciales para obtener los coeficientes de Fourier de la serie.

A continuacion se detallan estos dos pasos:
d2
2
Se hace uso de las funciones propias y valores propios definidos en (56)). El estado del sistema en cada
instante ¢ se expresa como combinacién lineal de las funciones propias, es decir

Paso 1. Utilizacion de las funciones propias y valores propios del operador A = —k

v(@,t) = ar(t) ur () + ag(t) ua(2) + ... = am(t) um(x), (71)
=1

la cual es analoga a . El objetivo es calcular los coeficientes a,,(t), y para ello se realiza el siguiente
paso.

Paso 2. Sustituciéon de la serie en la ecuacion diferencial.
Sustituyendo la serie de Fourier en (' y haciendo uso de que A u,;, = A\, Uy, se obtiene

D [pim(t) + Am am(t)] um(x) =0, x € (0,L), t>0,
i=1

Zam(O) U (z) =0°, z€(0,L),

> am(0) um(z) =0, z€(0,L).

Haciendo uso de la ortogonalidad de las funciones propias, se obtiene

P im(t) + Am am(t) =0, (72)
am(0) =08 con 08 = (00 upy), (73)
am(0) =0, (74)

para cada m € N. Estas ecuaciones diferenciales escalares son el analogo continuo de las ecuaciones dife-

renciales -. Las soluciénes son:

A
am(t) = v, coswput, con wi =" m=1,2,... (75)

Sustituyendo en se obtiene la solucién del problema f

o0
A
v(a:,t):E v?n COS Wit um(x), con v?n:(vo,um>, Wm = 4] —=, (76)
: \\ »
=1

en donde las funciones propias u,, y los valores propios A, estan dados por . La solucion (76) es la
analoga a la soluciéon del caso discreto.

21



Los desplazamientos u(z,t) del problema ([64)—(66) se obtienen sumando coordenada a coordenada la
solucion de equilibrio con las desviaciones de los desplazamientos . Se obtiene

u(x,t) = Z [f\: + 09 coswmt | um(x), con fr = (fium), v =@ up), wn= U)\:. (77)

=1

Esta solucién es andloga a la solucién para el sistema discreto de masas y resortes . Al igual que en ese
caso, la primera parte de la suma corresponde al equilibrio y la segunda a las desviaciones del equilibrio.
Las desviaciones del equilibrio siguen una dindmica oscilatoria producto de la superposicién de un namero
infinito de modos normales v?, coswt u,,(x), con las siguiente caracteristicas:

» Sus amplitudes vY, dependen de los funciones propias u,,, pues son las proyecciones de v” sobre
U

= Sus frecuencias wy, dependen de los valores propios \,, escalados por el invero de la densidad p.

Se concluye esta seccion mostrando en el Cuadro [3] un resumen comparativo de las soluciones de los
modelos discreto y continuo.

CASO DISCRETO: Masas-resortes | CASO CONTINUO: Barra elastica
Modelo de Au=f con A=kDTD Au=f, CODA:—]C%
equilibrio Uy = Up+1 =0 u(0) =u(L)=0
Solucion de ut=>%", {—1 u; ut(z) =, {—Z U ()
equilibrio fi= (£, u;)pn fm = {fsum)r2(0,1)
Modelo mu(t) + Au(t) =f p % +Au=f (A =—k 38722)
dindmico u(0) =u’ u(0) = u°

u(0) =0 ) _ g
Solucion del ut)=>., f\% + Y cosw; tJ u; u(x, t) =32, H*Z + 09, coswpt J U ()
mod. dinamico | v{ = (u® — u*, w;)ge, w; = % 00 = (u® — U, Um) 12(0,1), Wm = )‘7’"

Cuadro 3: Comparacion de los modelos discreto y continuo. Continuacion

4.3. Algunos aspectos adicionales

Se finalizaran estas notas mencionado algunos aspectos y temas relacionados al material cubierto. Estos
temas no se desarrollaran en estas notas, pero vale la pena mencionarlos como posible trabajo futuro
que puede complementar los temas cubiertos hasta ahora, o bien para que el lector interesado los intente
desarrollar.

1. Los valores y vectores propios en el caso continuo han sido faciles de calcular para el caso especial
en que k y p son constantes y estan dados por . Sin embargo, los valores y vectores propios del
andlogo discreto no se calcularon para el caso general con n masas. Su céalculo requiere de mayor
esfuerzo que en el caso continuo, especialmente el célculo de los valores propios [12].

2. La ecuacién diferencial que modela la dinamica de una cuerda vibrante es la misma que la utilizada
para modelar la dindmica de la barra y se denomina la ecuacién de onda. La tinica diferencia es que
la incognita u(z) ahora denota la desviacion de la cuerda de la horizontal. En este caso la posicion de
equilibrio es precisamente la horizontal w*(x) = 0, si se desprecia la gravedad (es decir, si f(z) = 0).
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3. La solucién del problema dinamico de la barra eléstica generalmente se calcula por medio del método
de separacion de variables en los textos de ecuaciones diferenciales parciales. Es facil verificar que ese
método es equivalente al método que se utilizoé en estas notas.

4. Se puede aplicar la misma metodologia para resolver problemas de ecuaciones diferenciales parciales
con otro tipo de condiciones de frontera. Debido a que los operadores diferenciales llevan implicitas
las condiciones de frontera, las funciones propias asociadas al operador deberan satisfacer dichas
condiciones de frontera.

5. La metodologia desarrollada en estas notas también se puede aplicar a otro tipo de ecuaciones diferen-
ciales parciales con operador diferencial lineal para el cual sea posible calcular sus funciones propias
y valores propios. Por ejemplo, la ecuacion de difusién de calor, la cudl es una de las ecuaciones
diferenciales mas importantes de la fisica—matemaética.
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